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Les moyennes invariantes dans les semi-groupes 
et leurs applications. 
Par JACQUES DIXMIER à Paris. 
Introduction. 
La notion de moyenne invaiiante dans un groupe;a été considérée par 
J. VON NEUMANN [13]. Cette question est exposée (pour les semi-groupes) 
au n° 1 de ce travail.. Au n° 2, on donne des exemples de groupes sur. 
lesquels il n'existe pas de moyenne invariante. Au n° 3, on envisage, avec 
ALAOGLU et BIRKHOFF [1], les moyennes de fonctions prenant leurs "valeurs 
dans un espace de Banach. 
Une application à la théorie ergodique est exposée au n° 6, d'après [1]. 
Une autre application, concernant les mesures invariantes dans un espace 
où opère un semi-groupe de transformations, est exposée au n° 7, d'après [13]. 
Si le semi-groupe considéré est le semi-groupe additif des nombres 
entiers ^>0, ou des nombres réels > 0 , on obtient la notion de limite gé-
néralisée (cf. BANACH [3]). En utilisant cette notion, BÉLA S Z . - N A Q Y a démontré 
[16] que tout opérateur V d'un espace de Hilbert, tel que |j V"||<L K< +°o 
pour —oo</2<- j -oo , est semblable à un opérateur unitaire, et. que tout 
groupe à un paramètre, d'opérateurs uniformément bornés est semblable à un 
groupe d'opérateurs unitaires. Sa méthode s'étend immédiatement aux repré-
sentations des groupes sur lesquels existe une moyenne invariante. Cette 
application est exposée au n° 5 avec quelques conséquences pour des pro-
blèmes de géométrie hilbertienne. C'est d'ailleurs la lecture de [16] qui est 
à l'origine du présent mémoire. 
On verra, par les détails donnés au début de chaque numéro, que ce 
mémoire contient beaucoup plus de résultats connus que de résultats nou-
veaux. Mais il est peut-être intéressant de les grouper. D'autre part, je pense 
avoir simplifié, à diverses reprises, les anciennes démonstrations. 
Je remercie M . BÉLA S Z . - N A G Y , qui, par de nombreux conseils, m'a 
permis d'améliorer grandement ce mémoire. 
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1. Moyennes invariantes dans les semi-groupes. 
Dans ce n°, on définit et on étudie les moyennes invariantes pour un 
semi-groupe topologique. Le théorème 1 est nouveau. Le théorème 2 est dû 
(pour les groupes discrets) à J. VON NEUMANN ([13], pp. 7 9 — 8 0 ) ; la partie a) 
résulte aussi d'un théorème de MARKOV [ 1 2 ] , démontré aussi par KAKUTANI [6] 
et- KREIN [7]. La démonstration donnée ici est nouvelle. 
Soit G un semi-groupe -topologique, c'est-à-dire un espace topologique 
dans lequel une multiplication xy est définie qui est associative et continue 
par rapport à l'ensemble des facteurs x,y. Soit C = C(G) l'espace de Banach 
des fonctions réelles continues bornées sur G, la norme de / £ C étant 
H/H = sup | / (x ) | . (Si G est discret, C est l 'ensemble des fonctions réelles 
xiG 
bornées quelconques sur G.) 
Une fonctionnelle linéaire q> sur C est dite positive lorsque cp(f)2t0 pour 
f{x)^> 0: Une telle fonctionnelle est bornée, de norme ÇP(1). 
Une fonctionnelle linéaire positive q> telle que y ( l ) = l s'appelle une 
moyenne. Elle est dite invariante à gauche si <KS/) = </>(/) pour chaque 
s 6 G, s f(x) désignant la fonction f(sx). Les moyennes invariantes à droite, 
et les moyennes invariantes à gauche et à droite (ou invariantes tout court) 
se définissent d'une manière analogue: <p(fs) = <p(f), resp. rp(sfs') = <p(f), 
où f,(x)=f(xs) et ,f,'(x)=f(sxs').i) 
Lorsque G est un groupe, on voit immédiatement que, si </>(/) est une 
moyenne invariante à gauche, alors V>(f) = <p(f), où f(x)—f(x~1), est une 
moyenne invariante à droite, et inversement. 
G étant encore un groupe, si on restreint C à l'ensemble des fonctions 
presque-périodiques [14] ou plus généralement ergodiques [5], on sait qu'il 
existe toujours une moyenne invariante. Mais le fait de considérer l'ensemble 
de toutes les fonctions continues modifie essentiellement le problème, comme 
on le verra. 
T h é o r è m e 1. Pour que le semi-groupe G possède une moyenne in-
variante à gauche il faut et il suffit qu'il jouisse de la propriété 
Soit, dans le dual de l'espace de Banach C, ii l'ensemble des fonctionnelles % 
telles que x ( f g ) — x(.f)x(g)> z d ) = 1 ; muni de sa topologie faible, iî est le "spectre" de 
l'algèbre C; c'est un espace compact; on peut identifier canoniquement G à un sous-
espace partout dense de fi, et toute fonction de C est prolongeable de manière unique en 
une fonction continue sur Q (si G est complètement régulier). Les translations-dé G sont 
prolongeâmes à Q, de sorte que G peut être considéré comme opérant, soit à droite, soit 
à gauche, sur Q. Le fait pour G de posséder une moyenne invariante à gauche, par 
exemple, signifie qu'il' èxiste sur l'ensemble C ¿2) des fonctions continues sur i i une 
moyenne invariante à gauche par G. S'il en est ainsi," et si Q' est un' espace compact . 
quelconque sur lequel G opère à gauch.--, il existe sur C(fi') une moyenne invariante par G, 
d'après notre théorème 8. (Cette remarque m'a été suggérée, par R. G O D E M E N T . ) 
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(Pg) : Si f1, f2,..., f sont des éléments de C. s1,s2,...,sn des éléments 
de G, et a un nombre réel, tels que/'—.,,/' +/2—SJ2 + •••+/"— 
on a: a/0. 
Pour que G possède une moyenne invariante, il faut et il suffit qu'il 
jouisse de la propriété 
(P) : Si J1, /2,..., /" sont des éléments de C, slt s2,...,s„, s'}, s'2,...,s'„ 
des éléments de G, et a un nombre réel, tels que f1—sj!\+f2 — 
+ . . . + f n - s „ f k ^ a , on a: a^O. 
• D é m o n s t r a t i o n . Lorsque G possède la moyenne invariante à gauche <p, 
alors il résulte de l 'inégalité fl—sJ1 + ...-\-fn—!,Jn^a que 
a = aq>(\) = g>(a)^Zl9(fi)-9Ufi)] = 0, i=\ • • • 
•donc G a la propriété (Pg). 
Supposons inversement que G jouit de la propriété (Pg) Soit EcC 
n 
l 'ensemble des éléments de la forme ^ (f1—*./') ; E est un sous-espace 
/ 1 
vectoriel de C. Soit KaC l'ensemble des / tels que i n f f ( x ) > 0. K est con-
r e e 
vexe et ouvert. La propriété (P t ) veut dire que E n K est vide. D'après le 
théorème de Hahn-Banach tel qu'il est énoncé dans [4], il existe alors un 
hyperplan E'2), tel que E'zzE, E' n / f = f t Soit ip une fonctionnelle =j=0 
s'annulant sur E'. Le signe de V est constant sur K. Pour À bien choisi, 
on a donc Zip{\)= 1, et l i p ( f ) > 0 p o u r / Ç K , donc par continuité = 0 
pour / > 0 . Alors:<p = X\p est une moyenne, et q> s 'annule sur E, ce qui 
prouve son invariance à gauche. 
La proposition concernant la propriété (P) se démontre d 'une manière 
analogue. 
T h é o r è m e 2. «) Tout semi-groupe abélien possède une moyenne in-
vadan'e. 
/î) Tout groupe compact possède une moyenne invariante, 
y) Soit H un sous-semi groupe distingué de G3). Si H, considéré comme 
sous-semi-groupe topologiqne de G, possède une moyenne invariante à gauche 
(resp."invariante), et si GjH, considéré-comme semi-groupe discret, possède une 
moyenne invariante à gauche (resp. invariante), alors G pos ède une moyenne 
invariante à gauche (resp. invariante). 
2) C'est-à-dire un sous-espace vectoriel de C tel que l'espace quotient CiE' soit de 
•dimension 1. 
3) Nous adopterons par exemple les définitions suivantes. Soit H un sous-semi-
groupe de G. Etant donnés deux'éléments x,y de G, nous écrirons xzy s'il existe des 
éléments x'.y'tH tels que xx'=yy'; nous écrirons x ~ y s'il existe des éléments s, t, ,u 
de G tels que x ~ s £ t z ... Z u zy. On voit aisément que x~y est une relation d'équi-
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<5) Soit (Ha) une famille de sous-semi-groupes de G filtrante croissante 
par inclusion, et telle que G= U Ha. Si tous les Ha, considérés comme sous-
« 
semi-groupes topologiques de G, possèdent des moyennes inv ¡riantes à gauche 
(resp. invariantes), alors G possède une moyenne ¡mariante à gauche (resp. 
invariante). 
D é m o n s t r a t i o n . Supposons G abélien. Soient Z 1 , / 2 , . . . , / " des 
éléments de C, sus2....,s„ des éléments de G, et a un nombre réel tels 
que Z1 — 5./ ' + . . . + / " — s „ f l ^ a . Pour tout entier p ¿ 0 , désignons par i4„ 
/1 À ? 
l 'ensemble des éléments de G d e l à forme s^s^... s"" où 1 </l,<L/7 (2¡ en-
tier). Si fi(A) désigne le nombre d'éléments d'un ensemble A, on a ti(Al)^pn. 
Pour tout £ > 0 , il existe donc un p tel que fi(Ap +ù < (1 + £)("(>!,,) (En effet, 
l'inégalité /¿(All+l)¡> (1 + s)n(Ap) pour tout p entraînerait ii(A¡)^>( 1 
ce qui est contradictoire à t¿(Ap)¿pn.) Si p est ainsi choisi, on a : 
« t1 (A,) ^ 2 [ / ' ( * ) - S¡P (x) + . . . + f ( x ) - snf (*)] = xíA¡, 
= 2 f H x ) - I / ' W + ...+ I r w - I /"Wá 
xíAp xís^Ap xíAp XZSnAp 
^ 2 I / ' W ^ 2 I / ' W I + . . . + 2 2 ! / " ( * ) ! , x(.Ap-s¡Ap x£s1Ap- Ap xeAp-snAp xes„Ap-Ap 
d'où, en désignant par M une borne supérieure commune des \f(x)\, en 
remarquant que s¡.4„ ^Ap+1, et que t¿(s¡Ap—Ap) = ti(A.p — on obtient 
que <L2nM [i(Ap+1— At) ou a<L2nMe, et, comme o O . e s ' t quelconque, 
a<L0; ceci, avec le théorème 1, prouve l'existence d 'une moyenne invariante 
à gauche, donc invariante puisque G est abélien. 
Si G est un groupe compact, l'intégrale de Haar est une moyenne 
invariante [15]. 
Prouvons maintenant y) dans le cas des moyennes invariantes à gauche. 
Soit V (resp. w) une moyenne invariante à gauche pour H (resp. G¡H). 
Soit / Ç C ( G ) . Soient x',x" deux éléments de G tels que x'zx". On a : 
x'y' = x"y", où / ' sont des éléments de H. Donc: 
V («"/) V G,»(*»/) ) = V (*"!/"/) = V (*' !/'/) = V (v (*' / ) ) = ^ U f ) 
les fonctions considérées étant restreintes à H (et continues bornées sur H). 
Par suite, la relation entraîne aussi ip(X"f) = tyix'f). Nous pouvons 
donc poser : V ( » ' / ) = / W » où x e s * ' a classe de x' dans GIH, e t / est une 
fonction bornée sur G¡H. Posons enfin: <y(/) = ç>(/). La fonctionnelle y est 
valence, et nous appellerons classes à gauche (suivant / / ) les classes d'équivalence corres-
pondantes.. On définit de même les classes à droite. 5 i les classes à gauche et à droite 
coïncident, H sera dit distingué. Alors, on vérifie aussitôt que les relations x ~ y, x¡ ~ yt 
entraînentxxi ~ y y \ , de sorte que l'ensemble des classes d'équivalence forme un semi-
groupe que nous noterons G/H. Si G est un groupe et H un sous-groupe, on relrouve 
les notions classiques de sous-groupe distingué et de groupe quotient. 
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évidemment une moyenne. D'ailleurs, s i ' / ' £ G , et si tdG/H est la classe 
de Г , on a : 
4(x) = грШ)) = V(*v/) = f ( t x ) = J(x), 
donc ojÇJ) = &>(/), <p(vf) = (p(t). 
Prouvons ô) dans le cas des moyennes invariantes à gauche. Soient 
f \ j \ . . . , / " des éléments de C(G), Sj, s 2 , . ; . , s„ des éléments de G, et a un 
nombre- réel, tels que Z1 — S l / ' + . . • + • / " — s „ f ' ^ a - И existe un a -tel que 
tous les s ; soient dans Ha. Alors, comme Ha vérifie (P„) on a : a^0. Donc 
G vérifie (Pg) . 
Le théorème 2 permet, sachant qu'il existe des moyennes invariantes 
sur certains semi-groupes, de conclure qu'il en existe aussi sur des semi-
groupes "p lus grands" . Le théorème suivant joue un rôle inverse. 
T h é o r è m e 3. a) Si le semi-groupe G possède une moyenne invariante 
à gauche (resp. invariante), il en est de mène pour tout semi-groupe quotient 
de G. 
¡3) Soient G un groupe, G' un sous-groupe, x-^-x* l'application continue 
de G dans l'espace homogène G/G' des classes à droite suivant G'. Supposons 
qu'il existe une application continue y-+y de G ¡G' dans G telle que y t y (ce 
qui est toujours le cas si G est discret). Alors, si G possède une moyenne 
invariante à gauche, il en est de même de G'. 
D é m o n s t r a t i o n . Prouvons a) pour les moyennes invariantes à 
gauche. Soient rp une moyenne invariante à gauche sur G, H un sous-semi-
groupe distingué de G. F(x) étant une fonction continue bornée sur G ¡H, 
la fonction f ( x ' ) = F(x) (où x'£G, x étant la classe de x ' suivant # ) est 
continue bornée sur G (on suppose G\H muni d 'une topologie telle que 
l'application x'->x de G sur G ¡M est continue). P o s o n s : ty{F) = <p(f). On 
vérifie aussitôt que ip e s t .une moyenne invariante à gauche sur G/H. 
Prouvons /?). Soit F une fonction continue bornée sur G ' . Définissons 
une fonction continue bornée / sur G en posant / ( x ) = F ( x ï r l ) . Puis, po-
s o n s : ip(F) = rp(f), où cp est une moyenne invariante à gauche pour G. 
On vérifie aussitôt que ip est une moyenne invariante à gauche pour G'. 
2. Exemples de groupes sans moyennes invariantes. 
Voici maintenant une classe étendue de groupes ne possédant pas de 
moyenne invariante à gauche. Le cas du groupe libre à deux générateurs 
est implicitement traité dans [13]. 
T h é o r è m e 4. Si G est. un groupe discret engendré par une farjiille 
d'éléments (Si)i€l, avec des relations de la forme s? = e 4 ) (i parcourant un 
sous-ensemble J de I), G ne possède pas de •moyenne invariante œ gauche, 
4) e désigne l'élément neutre de G. 
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sauf si I ne contient qu'un élément, ou si, I contenant deux éléments, les re-
lations sont de la forme s\ = s\ = e; dans ces deux cas particuliers, G possède 
une moyenne invariante. ; 
D é m o n s t r a t i o n . Envisageons d'abord les cas particuliers du théorème. 
Si / contient un seul élément, G est abélien, donc possède, une moyenne 
invariante (théorème 2). Si I contient deux éléments st, sQ, et si les relations 
sont de la forme s? = s! = e, les éléments de G peuvent être mis en tableau 
de la manière suivante : 
• • • «SoSi "̂2 2̂ 2̂ S} "̂2 • • • 
^ S2 .Si-Sĝ l"̂ 2 • • • • • • • 
Les éléments de la deuxième ligne forment un sous-groupe distingué 
abélien et le groupe quotient correspondant est d'ordre 2, donc G possède 
une moyenne invariante (théorème 2). 
Supposons maintenant G discret engendré par un famille (Si) i ei avec 
les relations sV—e pour / £ / , les deux cas précédents étant écartés. Tout 
x Ç G , x=|=e,.se représente canoniquement sous la forme x = sf;st... si", où 
'p+'p+i e t où Ap est un entier quelconque ^=0 si ip^I—J, et un. entier de 
l'intervalle [\,rip— 1]. si / „ £ / . Posons alors: sit = s(x), -î, = -i(x). Soit Q 
l 'ensemble des x tels que s(x)=t=s;, et C, = C/ u {è} ; sfC; (où k ^ O si / £ / — / , 
et ArÇ [1, rt-— 1] si iÇj) est l 'ensemble des x tels . que 5(x) = l(x) = k. 
Si alors / comprend au moins trois éléments, soient. su s2, s3 trois distincts 
des S; et considérons les ensembles : 
Ax = Ci, A%C2, As = C3, fîx^SjCi, B2 — s2C2, fî3 = s3C3. 
Pour tout x £ G , le nombre d'ensembles Ai contenant x est strictement supé-
rieur au nombre d'ensembles Bt contenant x. Les fonctions caractéristiques, 
de ces ensembles mettent donc (Ps) en défaut. Supposons enfin que G est 
engendré par deux éléments slts2 avec éventuellement des relations sl' — e, 
sr2=e, mais par exemple s?=j=e. Considérons les ensembles : 
' = A3 = A6 = A7=^ A0 = C!, A2 = Ai = A0 = Aa = C2, 
fii = Z?5 = Ba =_s1 Cj, B3 = B7 = slCu fi2 = fî4 = fi0 = ô 8 = 52C2. 
On a : e£A1,Aî,...,Ad;s1Ç:A2,Ai,Ali,As,Bi,Bb,B9; 
B3, s2£ Aït As, A5, A1t Aa, B.2, BA, Be, B8. 
Si s(x) = si, ¿(x)=j=l,2, x Ç A ^ A ^ A c As. 
Si s(x) = s2, Mx)^ !', 'xÇ.AuAs.A^A^Ag.-
Ôn voit encore que G n'a pas la propriété (Pg). 
Le plus simple de ces groupes est le groupe engendré par deux élé-
ments Si.Sa, avec les relations s? = s;j = e, c 'est :à-dire le groupe modulaire 
arithmétique. 
D'après [13], le groupe G„ des rotations autour d'un point dans l'espace 
euclidien à n dimensions contient un sous-groupe libre engendré par deux 
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éléments,- pour n^> 3. D'après les théorèmes 3 et 4, G,„ considéré comme 
groupe discret, ne possède pas .de moyenne invariante à gauche pour n> 3. 
Par contre, muni de sa topologie habituelle, G„ est compact .donc possède 
une moyenne invariante. 
3. Extension de la notion, de moyenne invariante. 
Le théorème 5 est dû essentiellement à ALAOGLU et BIRKHOFF, [1 ] . 
Soient G un semi-groupe topologique, 23 un espace de Banach réel, 
23' son diial, 2 3 " son bidual. Soit G B = C S ( G ) (resp. C » ' = C » ' ( G ) ) l 'espace 
des fonctions f{x), définies pour G, à valeurs dans 23 (resp. 23'J, bornées 
en norme, et faiblement continues, c'est-à-dire telles que, pour tout g^W 
' ( resp . 93), ( f ( x ) , g ) soit une fonction continue de x (à valeurs réelles). Avec 
ia norme | | /j | — sup | |/(x)| |, C« et C«' sont des. espaces de Banach réels. 
l t é ____ 
Nous considérons aussi des sous-espaces vectoriels C» de C» tels que, si 
/ Ç C « , alors a) S/« 6C«; b) l 'ensemble convexe fermé5) engendré dans 23 
par les valeurs de f{x), x £ G , . e s t faiblement compact. 
T h é o r è m e 5. Si G possède une moyenne invariante à gauche, il existe 
une application linéaire continue <P de Cw (resp. Cm) dans 23' (resp. 23), telle 
que a) <X>(f) appartient à Vensemble convexe faiblement fermé engendré par 
les valeurs de f(x), /3) ®( . / ) = -®(/).' 
Des faits analogues subsistent si G possède une moyenne invariante a 
droite ou une moyenne invariante à gauche et à droite. 
D é m o n s t r a t i o n . Il suffit d'envisager le cas d 'une mesure invariante 
à gauche cp. Prenons d'abord le cas de 23' et C»-. So i t /ÇCa*. La fonction 
(J(x),g) est, pour tout ££23, une fonction de C. Le nombre <p[(f(x), g)], 
est une fonctionnelle en g, qui est évidemment linéaire et bornée. Il existe 
donc un élément unique <Z>(/) de 23' tel que : 
(1) ("'(/).£)< >rl(f(x),g)} 
et il est immédiat que ® est linéaire et bornée. Prouvons a. D'après [8], il 
suffit de montrer.que l 'hypothèse (f(x),g)>X pour xçG entraîne ( ® ( f ) , g 
Or, ceci résulte aussitôt de (1) et des propriétés de y. Enfin on a 
(Hf),g) =<p[ ./(*). s)]-<p[(f(x), g)] = (<P(jf), g),., 
d'où ® ( s / ) = «&(/). Si (p est invariante aussi à droite, il en est de même de 
5) Rappelons que, dans un espace de Banach.SB, les notions d'ensembles convexes 
(en particulier de sous-espaces .vectoriels) fortement et faiblement fermés coïncident (cf. 
par exemple [2]); ici, et plusieurs fois dans la suite, il est donc inutile de préciser dans 
quel sens l'ensemble est fermé. Il n'en est pas de même dans le dual S' de 33, mais on 
.a alors la propriété que les ensemb es bornés faiblement fermés sont faiblement compacts 
(cf. par exemple- [4]). 
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Faisons maintenant jouer à 23' et 23" le rôle précédemment • tenu par 
.23 et 23', On voit qu'il existe une application linéaire continue <I\ de CV< 
dans 23" avec certaines propriétés. Soit ® la restriction de ^ à C» (noter 
que C® donc C« peut être identifié canoniquement à un sous-espace de C»")-
<¡> est une application linéaire continue de C» dans 23". avec la propriété 
P) du théorème. Si 3>( / ) = ®i ( / ) appartient, on l'a vu, à l 'ensemble 
convexe faiblement fermé engendré dans 23" par les valeurs de f(x). Mais, 
d 'après la définition de C», cet ensemble est contenu dans 23. Ainsi, $ est 
une application de CÏa dans 23 avec la propriété a) du théorème. 
Si 23 est réflexif, 23 est canoniquement isomorphe à 23", de sorte qu'on 
peut prendre Ca = C 8 . 
4. Remarques diverses. 
1. Au lieu de prendre pour C, au n° 1, l 'espace des fonctions réelles 
continues bornées, on pourrait prendre l 'espace des fonctions complexes 
continues bornées. La propriété (Pg) (par exemple) entraîne l'existence sur 
cet espace d 'une fonctionnelle cp° ayant des propriétés identiques à celles 
de (p, avec de plus cpc(f) — q>c(f). De même, on peut, au n° 3, remplacer 
les espaces de Banach réels par des espaces de Banach complexes, en con-
sidérant l 'espace de Banach réel sous-jacent à un espace de.Banach complexe. 
2. On peut aussi prendre pour C l 'ensemble de toutes les fonctions 
bornées sur G, avec, la norme | | / | | = sup |/"(x)|. Mais ceci revient simplement 
à considérer G comme discret (c'èst-à-dire sans topologie), et on retombe 
donc sur un cas particulier du cas. étudié. Par exemple, si G est un semi-
groupe abélien (éventuellement muni d 'une topologie quelconque, mais ceci 
n'a aucune importance) il existe pour l 'ensemble des fonctions bornées une 
moyenne invariante. 
3. Si G est un groupe localement compact, on peut considérer l 'espace 
des fonctions réelles mesurables (pour la mesure de Haar fi invariante à gauche) 
bornées, avec la norme | | / | | = ess. sup. |/(JC)|. Le théorème 1 s'étend immé-
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diatement (en remplaçant (Pg) par une propriété.(PJ) dont l 'énoncé est évident) 
et on obtient sans peine les résultats suivants, que nous énonçons sans dé-
monstration : * . 
a) G jouit de la propriété (P¡¡) si et seulement si G possède la pro-
priété suivante: Au A2,..., An, Bu B2, .., B„ étant des parties mesurables 
de G, Ai et B¡ se déduisant l'un de l'autre par une translation à gauche 
(dépendant de /), le nombre d 'ensembles B¡ contenant un x£G est au moins 
égal au nombre d 'ensembles A{ contenant x pour tous les x d 'un ensemble 
de mesure > 0. 
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b) Pour que G possède la propriété (P'g), la condition suivante est 
suffisante: pour tout système fini d'éléments de G , - s u s2,..., s„, et tout £ > 0 , 
il existe une partie A de G, mesurable et de mesure finie > 0, telle que 
{¿{s¡A—A)<,sp(A) pour 1 <,i¿n (cette propriété est vérifiée si G possède 
un sous-groupe compact H tel que G¡H soit abélien). 
Quand (Pg) est vérifiée, la fonctionnelle (p prend l'a même valeur pour 
deux fonctions égales presque-partout, ce qui précise un peu les propriétés 
connues des limites généralisées dans le cas du groupe des nombres réels 
par. exemple (mais (p n'existe alors que pour les fonctions mesurables). • 
5. Applications aux représentations des groupes. 
T h é o r è m e 6. Si le groupe G possède une moyenne invariante à 
droite (p, toute représentation fortement continue et bornée de G dans un espace 
de Hilbert est semblable à une représentation unitaire. 
D é m o n s t r a t i o n . Elle est calquée sur celle de SZ.-NAGY [16]. 
Une représentation'fortement continue et bornée "de G dans" un espace 
de Hilbert H, par exemple complexe, est une application s-»-Ks de G dans 
l'ensemble des applications linéaires bicontinues de H sur H, telle que : 
«) V,i-i=V,Vr1, fi) A , = sup||V»|| < + « ? , y) Vsf dépend continûment de s 
• 860 
(pour la topologie forte de H), quel que soit / £ / / . 
Pour f£H, g£H, posons (/, g)^cP[(Vsf Vsg)]: _ 
Il est immédiat que ( f , g ) i dépend linéairement d e / , et que (/, g\={g, ])x. 
On a de plus : 
. ^ _ 2 l ! / i | 2 ^ i n f || <jo([| Vsf\2) = ( / , / ) , <Lsup | V.ff<l¿\\f\?, 
siG • Si G 
donc il existe, comme on sait, un opérateur self-adjoint bicontinu' A de H 
tel que : 
V[(V.f, V,g)\ ='(/,§)! = ( A f , Ag), • 
d ' o ù : • 
\\AVSOA~W = 9>('l V.V^A-W) = 9(11 K . A - V I H = ll/IP. 
quel que soit f£H, ce qui prouve que AV^A'1 est unitaire. 
P r o b l è m e s . Est-ce que toute représentation bornée d'un groupe 
quelconque dans H est semblable à une représentation unitaire ? Est-ce que, 
au contraire, cette propriété équivalente à l'existence d 'une moyenne in-
variante à droite? 
On pourrait déjà étudier cette question pour le groupe modulaire 
arithmétique qui, on l'a vu, ne possède pas la propriété (Pa). 
Remarquons à ce sujet que toute représentation bornée d'un groupe G 
dans un espace de Banach 93 est semblable à une représentation par des 
opérateurs isométriques dans un autre espace de Banach Ë. En effet 
•222 J. Dixmier 
i|x||i = sup l| l/„x|| est une norme sur 23 équivalente à ||x||, et définit donc un 
espace de Banach © avec une application biunivoque et bicontinue de-23 
sur 6 . Les V, sont évidemment isométriques dans 6 . 
C a s p a r t i c u l i e r s : 
a) Soit V une application linéaire biunivoque et bicontinue de H sur H, 
telle que sup || V"|| < + XJ. L'application n-*V'1 constitue une représen-
- oci<Cn <C + oo 
tation bornée du groupe abélien discret des entiers rationnels. Donc V est 
semblable à un opérateur unitaire. 
De même, si Vs (— oo < s < + oc) est un groupe à un paramètre d'appli-
cations linéaires biunivoques et bicontinues de H sur H uniformément bornées, 
ce groupe est semblable à un groupe d'opérateurs unitaires. 
Ces deux applications sont celles que SZ.-NAOY avait en vue dans [16]. 
La première notamment met en évidence là structure des opérateurs consi-
dérés par LORCH [9], dans le cas d 'un espace de Hilbert. Dans le cas des 
espaces de Banach quelconques, une de nos remarques antérieures prouve 
qu'un opérateur V tel que sup || V"|j < est semblable à un opérateur -00<tl< + 00 
isométrique (mais ceci ne donne aucun renseignement sur la structure de 
ces opérateurs). Remarquons enfin que si s->Vs est une représentation bornée 
d'un groupe quelconque dans un espace de Hilbert, chaque opérateur de la 
représentation est semblable à un opérateur unitaire, puisque les opérateurs 
W = V,« sont uniformément ;bôrifés. 
b) Soit 5 un opérateur biunivoque et bicontinu de H tel que S 2 = l . 
5 est une "symétrie 'oblique", c'est-à-dire qu'il existe deux variétés linéaires 
fermées V, W, avec Vn W=0, V+W=H, Sx = x pour xÇV, Sx = — x 
pour W. 5 est unitaire si et seulement si V et W sont orthogonales. 
Soit S' une autre symétrie oblique, V' et W' les variétés correspondantes. 
Supposons que les produits (SS ' ) n (—oc < ; ; < - ) - o c ) sont uniformément 
bornés; il en est alors de même des opérateurs du groupe engendré par S 
et S'. Ce groupe constitue alors une représentation bornée d'un des groupes 
exceptionnels du théorème 4. Donc ce groupe est semblable à un groupe 
d'opérateurs unitaires; autrement dit, il existe une application linéaire L 
biunivoque et bicontinue de H sur H telle que L(V) et L(W) d 'une part, 
L(V') et L(W') d'autre part, soient complètement orthogonales. 
c) Soit / un ensemb e abstrait. Soit § un ensemble de parties de / 
contenant la partie vide & et la partie pleine I, tel que, si <» et '«»'• appar-
tiennent à S, il en est de même de «> n u a / , «> — w'. 
Soit, dans H, une famille {£"„} d'opérateurs bornés idempotents {El = Ea) 
définis pour (»£§. Faisons sur cette famille les hypothèses suivantes: 
Eu, • E(o2^= Eu^ua, Eto, E(o2 = EtùiuMj si n <>'i = E® = 0, £ / = ! , 
s u p | | £ M | | < + c o (w£P). 
Moyennes invariantes dans les senii-groupes. 223 
Alors il existe une famille de projecteurs semblable à la famille d 'opé-
rateurs donnés. En effet, considérons les opérateurs 2 E a — 1 (a>Ç g1). Ils sont 
uniformément bornés, et on a : 
( 2 £ M - I ) 2 = 1 et (2E0-])(2Ea—\)-=2Ea— 1 
où to" = <o n «»' (/—r») n ( /—«»') ; donc ils forment un groupe abélien. Il 
existe alors une application A linéaire biunivoqué et bicontinue de H sur H 
telle que i4(2£" u —l).4~ l soit unitaire, donc une symétrie. Alors, AEaA~l 
est un projécteur (orthogonal). 
On voit ainsi que certaines familles d'idempotents mises par LORCH [10J. 
à la base d 'un "calcul opérationnel" dans les espaces de Banach réflexifs, 
et appelées par lui lattices bornées, se ramènent aux classiques décompositions 
de l'unité dans le cas de l'espace de Hilbert. 
d) Soit dans H une famille de vecteurs (rp,)iii telle que 1) 0 < inf |. fp¡\\¿ 
i(ll 
<Lsupü^H < + o o , 2) si _/ et ] ' sont deux parties complémentaires de /, l 'une 
<€/ . . 
ou l'autre finie, on a pour les variétés linéaires fermées V} et Vr sous-tendue 
respectivement par les (f/>¿)¿€j et les (<¡P¿);É<r: Vj+Vr = H,Vj n V r = 0, et 
les projecteurs correspondants (EjX = 0 pour V'r, Ejx = x pour x£Vj) 
et Er = I—Ej sont uniformément bornés. 
Alors, ( i / ' t )ai étant un système orthonormal complet6), il existe une 
application,.linéaire A biuniyoqüe et.bicontinue de H sur H telle , que A<p~y¡ 
pour / £ / . 
Ce .résultat, ainsi que d'autres analogues, sont dus encore à LORCH [11]. 
Pour le démontrer prenons pour § la famille des sous-ensembles de / qui 
sont finis ou de complémentaires finis. On voit aussitôt qu'on es t -dans les 
conditions d'application de la démonstration précédente. Donc il existe une 
application A1 linéaire biunivoqué et bicontinue de H sur H telle que A^Vf) 
et A^Vj,) soient- complètement orthogonales pour J et ] ' complémentaires, 
Alors, les <p'i = A1((pi) forment un système orthogonal complet, 
et H A ^ i r 1 inf ||<p¡||< |k/>,-|| ̂ I I A U sup ||9>¡[|, de sorte que, par AM'—^, on 
définit un opérateur biunivoqué et bicontinu. On n 'a qu 'à poser A = A2Ai. 
6. Application à la théorie ergodique. 
Cette application est due à ALAOQLU et BIRKHOFF [1]. 
. T h é o r è m e 7. Soit G un semi-groupe possédantme:moyenne invariante. 
. à droite et une moyenne invariante à gauche. Soit V3 une représentation bornée 
faiblement continue1) de G dans un espace de Banach réel S. Soit 230 le. 
6) Il est facile de voir, à partir de la propriété 2, que là famille (9>¡)¡e/ a même 
puissance que tout système orthonormal complet. 
7) C'est-à-dire que ( V , f , g ) est une fonction réelle continue de s pour t o u t / e S et 
tout g £ SB'. ' 
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sous-espace vectoriel fermé des x£23 tels que Vsx = x poiir tout s£G; et 
le sous-espace vectoriel fermé engendré par les éléments de la-forme V3x—x 
•où x£23 et s £ G. Si, pour tout x£23, l'ensemble convexe fermé engendré par 
les Vsx est faiblement compact (ce qui est toujours le cas si est réflexif), 
•on a: 
a) 33,, 0 ^ = 0 et S3„ -(- 23t = S, de sorte que 23,, et 23, défia ssent un 
•opérateur T idempotent, projection de 33 sur 230, 
b) pour tout x £ 33. l'ensemble convexe fermé engendré par les Vsx a un 
seul point dans 230 qui n'est autre que Tx. 
D é m o n s t r a t i o n 1. Soit y une moyenne invariante à gauche sur G. 
Adoptant les notations du n° 3, nous prenons pour espace Ca l 'espace des 
fonctions Vsx où x est un élément fixe, arbitraire, de 23, et nous obtenons 
une application ® de C« dans 23 avec les propriétés du théorème 5. On 
définit par x-*.<t>(Vsx) une application linéaire continué T de 23 dans 23. Si 
.•x£230, Vsx = x pour fout s, on a Tx = x. Si x est quelconque dans 23, et 
y dans 23' (le dual de 23), on a : 
(VSoTx, y) '= (Tx, v;y) = <p[(V.x, VÏJ)) = f'p[(VSoSx, >0] = 9[(VsX, y)] = (Tx, y), 
•donc VSoTx = Tx, et par suite r x£23 0 . Donc T est un idempotent, et est 
une projection de 23. sur 230. Soit 23t le sous-espace vectoriel fermé des x£23 
tels que 7 x = 0.. Évidemment,. 230 n 23i = 0, 230 + 23, = 23. 
2. D'après le théorème 5, Tx appartient à l 'ensemble convexe-fortement 
fermé Kx engendré par les Vsx. 
3. Sort q>' une moyenne invariante à droite sur G Opérant avec rp' 
•comme avec rp, on définit une application linéaire continue T' de 23 dans 23, 
telle que T ' x = x pour xÇ230, et telle que, pour x£23, y £23'; 
( r V.Bx, y) = rp'[( 1/, V,0x, y)] = rr'[(V sx, y)} = (T'x,y) 
d'où TVSox—T'x, et par suite T'z=T'x pour tout z£Kr\ en particulier, 
T'(Tx) — T x. Comme TxÇ. 230, il en vient que Tx=T'x, T=T'. On a par 
conséquen t : TVS=T. 
4. Si XÇ23:, on a : TVsx=Tx = 0, donc l ^ x Ç ^ . Donc Kxc23i. Si 
maintenant x est quelconque, on a x — 7 x Ç 2 3 1 ; donc Kx_Tx c ^ . O r : 
-donc Tx est bien le point unique où Kx rencontre 230. 
5. Si x est quelconque, on vient de voir que TVsx= Tx, T(x— Wx) = 0, 
d'où x — ViX^SSi. Réciproquement, soit D'après ce qui précède, 
K, n 230 = {0}, donc il existe, pour tout s > 0 , des nombres réels A 2 , . . . , 2n, ' 
et des éléments s1,s1,...,sn de G, tels que : Ls. D 'où: 
z = z - Z l i V S ! z + zl= { Z l ; 2 - + Z ^ z - V s ^ + z, 
>'=1 1=1 
Moyennes invariantes dans les senii-groupes. 225 
avec HZ j I I ^E , ce qui prouve bien que est le sous-espace vectoriel fermé 
engendré par. les x — Vax. 
7. Applications à la théorie des mesures invariantes. 
Le théorème 8 (ainsi que l'exemple a)) sont dûs, à la forme près, à 
J. v. NEUMANN [13]; la démonstration donnée ici est légèrement simplifiée. 
Le lemme est peut-être nouveau. 
Soit 5 un ensemble abstrait, G un semi-groupe discret de transformations 
de S ; si x £ S et .s 6 G, on notera sx le transformé de x par s, et on suppose : 
(st)x = s(tx). Soit E l 'ensemble des fonctions réelles bornées sur 5. E est 
un espace vectoriel réel. Si f£E, on défini t .„/ par sf{x) = / ( sx ) . Une fonc-
tionnelle linéaire %p sur un sous-espace vectoriel de E invariant par G sera 
dite positive si i p ( f ) ^ 0 pour / ( x ) ^ 0 , et invariante si VC,/) = H>{f)-
T h é o r è m e 8. Supposons que G possède une moyenne invariante à 
gauche (p. Il existe sur E une fonctionnelle % linéaire positive invariante, telle 
que x( 1 ) = 1. 
Plus généralement, soit g^E une fonction ¿>0. Soit E' <zE le sous-espace 
vectoriel engendré par les sg, et E" le sous-espace veclorl.l engendré par les 
fonctions ¡>Ó majorées par des fonctions ae E' (£' cE" cE). S'il existe sur 
E' une fonctionnelle linéaire -t/;=}=0, positive, invariante par Gs) il existe sur 
E" une fonctionnelle linéaire x positive, invariante par G, telle que x(g)=.\. 
D é m o n s t r a t i o n . Envisageons tout de suite le cas général. D'après 
un lemme sur lequel nous reviendrons dans un instant, il existe une fonc-
tionnelle linéaire «> s u r f ' , , positive, coïncidant à "un facteur près 4=0 avec 
ip sur E'. On peut donc supposer f>(sg-) = l pour tout s £ G. Maintenant,, 
pour / £ £ " , posons: x ( f ) = 'p[<°{sf)\, où «>(„/) est considérée comme une 
fonction de s, bornée comme on le voit aisément d 'après la définition de E". 
11 est immédiat que % vérifie les conditions du théorème. 
Le lemme sur lequel nous nous sommes appuyés, et qui présente iin 
intérêt propre, est le suivant (pour l'appliquer à la démonstration précédente, 
il faut y remplacer £"pa r E' ). ' 
Lemme. Soient E un espace vectoriel réel, E' c E un sous-espace vectoriel, 
H' un hyperplan de 'E', K c E un ensemble convexe tel que KnE' ne traverse 
pas H,fl). Supposons de plus que, pour tout ydE, il'existe un x£E' tel que 
x + ly^K pour |/i| assez petit10). Alors il existe un hyperplan H de E tel 
que K ne traverse pas H, et tel que H n E' = //'. 
8) Cette condition est évidemment vérifiée si g = 1. 
9) Autrement dit, si ,»4=0 est une fonctionnelle linéaire sur E' s'annulant sur H', 
on a n{x)p(y)> 0 si x et y sont lieux points quelconques de KnE'. 
10) Si cette condition est omise, le.lemme peut être mis en défaut. Notons que 
cette condition est certainement remplie si K possède dans E' un point interne (x est 
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D é m o n s t r a t i o n . Soit M l 'ensemble des c o u p l e s ^ * , / / * ) , où E* 
•est un sous-espace vectoriel de E et H* un hyperplan de E*, tels que KnE* 
ne traverse pas H", et tels que £ ! z > £ ' , H* n E' = H'. On ordonne cet en-
semble, la relation d'ordre entre deux couples (Ex, Hx) et (Es, H2) étant 
•définie par £ , c £ 2 , Hxc.H2.. 11 est facile de voir que tout sous-ensemble 
totalement ordonné de M admet une borne supérieure. Soit donc (E0, H0) 
u n couple maximal. Il suffit de prouver que E0 = E (Ha sera alors le H du 
Jemme). Si E ^ E , soit E ô o E 0 un sous-espace vectoriel tel que E ^ E 0 soit 
de dimension 1. Soit K0 = E^nK. Si on raisonne modulo / / 0 , l'image de Eâ 
est un plan, l'image de E0 est une droite d passant par l'origine 0, et l 'image 
•de Ka est un ensemble-convexe-/: dont l'intersection-avec d ne traverse pas 0 ; 
•de plus, d'après la condition du lemme, l'image modulo H0 d 'un certain point 
de E' (image qui £d) est centre d'un segment situé dans k et non porté 
par d. Alors, on. construit-aisément une droite ô, distincté de £/, passant par 0, 
ne traversant pas k. Soit Hô l 'ensemble des classes modulo H0 des points 
•de ô. (£„',//<,') constitue un couple de M, ce qui est absurde puisque (£„", H0) 
est maximal. 
E x e m p l e s , a) Prenons pour 5 l'espace euclidien à deux dimensions, 
pou r G le groupe des déplacements, pour g la fonction caractéristique d'un 
•carré de côté 1. G possède une moyenne invariante d'après le théorème 2: 
en effet, si Gx est le sous-groupe distingué des translations, Gx et GIGX sont 
abéliens. De même, g vérifie la condition du théorème : il suffit de prendre 
pour ip l'intégrale ordinaire des fonctions de E. E" est l 'ensemble des fonc-
t ions bornées nulles en dehors d'un ensemble borné. Il existe donc sur E" 
une fonctionnelle linéaire positive, invariante par déplacement, égale à 1 pour g. 
En particulier, on peut attacher à tout ensemble borné une mesure >Ô, < + 
•qui possède l'additivité restreinte, et invariante par déplacement. En attribuant 
la mesure + °o aux ensembles non bornés, on obtient une mesure définie 
pour tous les ensembles, ayant les mêmes propriétés, et égale à 1 pour le 
•carré de côté 1 (cf. [13]). 
b) Prenons pour 5 l'espace euclidien à deux dimensions, pour G le 
.groupe des similitudes. G possède une moyenne invariante, car, si Gx est le 
interne pour K si, quel que soit yeE, x - ( - À y e K pour \X\ assez petit; par exemple, un 
point intérieur de K, si E est topologique, est interne). Dans ce cas particulier, on peut 
déduire le lemme du théorème de HAHN-BANACH énoncé sous la forme : Si tous les points 
•de K', ensemble convexe, sont internes, et si un sous-espace vectoriel est disjoint de K', 
il existe un hyperplan plus grand disjoint de K' (on considère l'ensemble des points 
internes de K). Mais le lemme sous sa forme générale (indispensable ici) ne peut se 
déduire du théorème de HAHN-BANACH. AU contraire, le théorème de HAHN-BANACH se 
•déduit immédiatement du lemme. Le lemme est donc une généralisation de ce théorème, 
•qui me paraît devoir être utile dans divers cas. 
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s o u s - g r o u p e d i s t i n g u é d e s t r a n s l a t i o n s , G j et G¡G1 s o n t a b é l i e n s . O n p e u t 
d o n c d é f i n i r p o u r t o u s les e n s e m b l e s u n e m e s u r e , q u i p o s s è d e l ' ad d i t i v i t é 
r e s t r e i n t e , i n v a r i a n t e p a r s i m i l i t u d e , é g a l e à 1 p o u r t ou t le p l a n ( d o n c à 0 
p o u r les e n s e m b l e s b o r n é s ) . 
R e m a r q u e ( c o m m u n i q u é e à l ' a u t e u r p a r R. G O D E M E N T ) : So i t G u n 
g r o u p e f u c h s i e n , r éa l i sé c o m m e g r o u p e d i sc re t d ' a u t o m o r p h i s m e s d u d i s q u e 
] z | < L l ; so i t 5 la c i r c o n f é r e n c e | z | = - l . Sauf d a n s d e s c a s e x c e p t i o n n e l s , o n 
p e u t m o n t r e r qu ' i l n ' e x i s t e a u c u n e m e s u r e d e R a d o n =)=()• s u r S i n v a r i a n t e 
p a r G . Il n ' e x i s t e d o n c p a s d e m e s u r e i n v a r i a n t e à g a u c h e s u r G ( t h é o r è m e 8) . 
L e s c a s e x c e p t i o n n e l s :se r a m è n e n t , p a r r e p r é s e n t a t i o n c o n f o r m e , a u x s u i v a n t s : 
1) G s o u s - g r o u p e d u g r o u p e d e s s imil i tudes ." 2) G e n g e n d r é p a r les s u b -
s t i t u t i o n s z-*az ( a > 0 ) et z + bz"1 (b < 0 ) . 3) G f in i . ( D a n s c e s t r o i s , c a s , il 
e x i s t e u n e m o y e n n e i n v a r i a n t e s u r G : t h é o r è m e s 2 et 3 . ) 
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